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ВСТУП 
Одним з головних напрямків, в умовах складної ри-
нкової економіки, є підвищення ефективності функціо-
нування аграрних підприємств, що здійснюється шля-
хом побудови автоматизованих систем управління і 
використання сучасних інформаційних технологій. 
Рішення задачі оптимального управління, в цих умо-
вах, призводить до вирішення завдання управління у 
вигляді розподілу ресурсів між галузями. Знаходження 
оптимальних управлінь, що визначають найбільшу 
ефективність результатів функціонування, передбачає 
побудову моделей об'єктів управління, а також рішення 
багатокрокового завдання знаходження оптимальних 
управлінь при заданому функціоналі ефективності 
функціонування. 
У сучасних умовах вимоги до ефективності функціо-
нування підприємства не відповідають можливостям 
традиційного управління. Дослідження орієнтоване на 
створення інформаційних методів і моделей автомати-
зованих систем управління на базі сучасних комп'ютер-
них засобів дозволяє вирішувати завдання вибору 
управлінських рішень по окремим галузям, а також по 
господарству в цілому на основі порівняльного аналізу 
виробничих функцій. Завдання особливо актуальна, в 
умовах ринкової економіки і спроба вирішувати цю 
задачу в умовах конкуренції, безумовно, може бути 
використана керівником господарства. Тому проведен-
ня нових досліджень, розробка моделей, алгоритмів, 
методів, програм, інформаційних технологій для удо-
сконалення функціонування підприємств є актуальною 
науковою задачею. 
ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ 
Виробництво - складний керований процес перет-
ворення ресурсів в суспільний продукт. При розробці 
економіко-математичного апарату для аналізу, плану-
вання і прогнозування виробництва створюється сис-
тема моделей, яка базується на уявленні економіки 
аграрного підприємств як складної ієрархічної системи. 
При математичному моделюванні взаємозв'язок між 
факторами виробництва і його результатом зазвичай 
відображають за допомогою виробничих функцій. При 
побудові виробничих функцій слід мати на увазі, що 
витрати факторів виробництва на випуск продукції 
завжди невід'ємні. Крім того, при моделюванні вироб-
ничих функцій треба відзначити, що відсутність одного 
з факторів призводить до нульового випуску продукції. 
Вважають також, що фактори виробництва змінюються 
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безперервно, а випуск продукції змінюється досить 
гладко при зміні факторів, що природно при розгляді 
виробництва на макрорівні. 
Економічно доцільно також, щоб при збільшенні кі-
лькості використовуваного ресурсу випуск продукції 
зростав, тобто для диференційованої виробничої функ-
ції можна записати наступні нерівності: 
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де   К- основні виробничі фонди; 
L - трудові ресурси. 
Переліченим умовам відповідають мультиплікати-
вні виробничі функції  виду 
 
,0,0,0,   aLaKX  
 
де X - випуск продукції; 
, - параметри виробничої функції. 
Мультиплікативна виробнича функція дає можли-
вість відобразити ефект масштабу виробництва, який 
існує тільки при одночасній зміні факторів К і L. Нехай ці 
фактори змінюються в  разів,тоді 
 
).,(),( LKFLKF    
 
В цьому випадку: 
1) якщо +>1, то має місце інтенсивний спосіб 
розвитку, тобто з ростом масштабу виробництва в  
разів випуск продукції зростає більш ніж в  разів; 
2) якщо +<1, то зростання масштабу виробниц-
тва негативно позначається на випуску продукції, тобто 
при зростанні витрат в  разів випуск продукції зростає 
менш ніж в  разів; 
3) якщо +=1, то відбувається екстенсивне зрос-
тання економіки тільки за рахунок факторів виробниц-
тва. 
Тривалі спостереження показують, що в умовах чи-
сто екстенсивного виробництва збільшення витрат 
тільки одного з факторів виробництва призводить до 
зниження ефективності його використання, тобто 
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наступна одиниця зростаючого фактора з'єднується з 
меншою кількістю іншого фактора і його зростання дає 
зменшення приросту продукції.  
Для екстенсивного способу розвитку характерно 
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Виробнича функція Кобба-Дугласа є моделлю ексте-
нсивного способу розвитку 
 
,1,  LaKX  
 
де  - коефіцієнт еластичності випуску по виробничим 
фондам; 
 - коефіцієнт еластичності випуску по фонду оплати 
праці. 
Під еластичністю виробничої функції по фактору ро-
зуміється відношення відносного приросту функції до 
відносного приросту фактора. Еластичність чисельно 
дорівнює числу відсотків, на яке зміниться випуск про-
дукції при зміні фактора на 1%. Неважко показати, що 
коефіцієнти еластичності можна визначити як відно-
шення граничної ефективності функції по фактору до 
середньої ефективності: 
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Важливою характеристикою виробничих функцій є 
еластичність заміни ресурсів σ, так як вона буває пос-
тійною для більшості виробничих функцій, використо-
вуваних в економіко-математичному моделюванні. 
Еластичність заміни ресурсів показує, на скільки відсот-
ків змінилася фондоозброєність k=K/L при зміні грани-
чної норми заміщення s=dK/dL (граничної фондоозбро-
єності) на 1% при незмінному випуску продукції: 
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Тут під граничною нормою 
заміщення розуміють кількість фондів, яке необхідно 
додатково ввести при зменшенні витрат праці на оди-
ницю, якщо випуск продукції залишиться незмінним. 
Гранична норма заміщення s визначається з рівняння 
ізокванти (лінія рівного випуску продукції): 
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Звідси 
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де  
L
LKF

 ),(  - гранична ефективність по праці; 
K
LKF

 ),(  - гранична ефективність по основним 
виробничим фондам. 
Еластичність заміни ресурсів σ для функції Кобба-
Дугласа дорівнює ,1
ln
ln 
sd
kd  так як для неї грани-
чна норма заміщення ,1 kS 
  де .LKk   Часто 
економічні міркування підказують, що хоча еластич-
ність заміщення ресурсів і можна вважати постійною, 
але все-таки вона відмінна від одиниці. У зв'язку з цим 
еластичність заміни ресурсів для функції Солоу 
.
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ВИРІШЕННЯ ЗАДАЧІ 
Розглянемо економіку сільськогосподарського під-
приємства, що характеризується в кожен момент часу t 
набором змінних X, Y, С, К, L, I, де X- інтенсивність вало-
вого продукту; Y- інтенсивність кінцевого продукту; С- 
невиробниче споживання; I- валові капітальні вкладен-
ня; К- обсяг основних виробничих фондів; L- трудові 
ресурси. Ці змінні взаємопов'язані. Перш за все має 
місце умова балансу в кожен момент часу X=aX+Y, де 
0<а<1. 
У свою чергу, кінцевий продукт розподіляється на 
валові капітальні вкладення і невиробниче споживання 
Y=I+С, де валові капітальні вкладення витрачаються на 
приріст основних виробничих фондів і їх відновлення за 
рахунок амортизаційних відрахувань: ,KKI    де 
μ - коефіцієнт амортизації. Тоді KIK   або  
 
KXuaK  )1)(1(  (1)
 
де  u=С/Y - доля  невиробничого споживання:  
 
0 ≤ u ≤ 1. (2)
 
Будемо вважати, що розміри валового продукту ви-
значаються заданою виробничою функцією, що харак-
теризує можливості виробництва в залежності від ве-
личини виробничих фондів К, трудових ресурсів і часу t, 
тобто 
0≤X≤F(K,L,t). (3)
 
Передбачається, що виробнича функція 
F(K,L,t) неперервна і двічі диференційована, причому 
виконуються наступні умови: 
1) функція завжди невід’ємна:  F(K,L,t)> 0; 
2) функція зростає по кожному з аргументів 
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3) якщо хоча б один з ресурсів К або L дорівнює ну-
лю, то і F(K,L,t)=0, F(0,L,t)= 0, F(K,0,t) = 0; 
4) передбачається, що з ростом кожного з аргумен-
тів приріст валового продукту зменшується: 
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6) функція має властивість однорідності по аргумен-
там К і L, тобто зміна масштабу виробництва призво-
дить до пропорційної зміни випуску продукту: 
F(λK,λL,t)=λF(K,L,t). Параметр t вводиться в виробничу 
функцію, щоб врахувати цілий ряд зовнішніх факторів, 
що впливають на модель, в тому числі вплив науково-
технічного прогресу; 
7) функція зростає за часом: .0

t
F  
Рішення завдання будемо шукати за умови 
 
K≥ К3 (4)
 
де К3 - заданий рівень основних виробничих фондів. 
Нехай задані виробничі фонди в початковий мо-
мент часу: 
 
K(0)=К0 (5)
 
Допустима множина М в розглянутій задачі опису-
ється умовами (2)-(5). Допустимий процес представле-
ний сукупністю функцій v=(K(t),X(t),u(f)), що задоволь-
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няє цим умовам. Він описує стан господарства, а X і u - 
управління [1]. Очевидно, що такий процес не єдиний. 
Задача управління даною економікою господарства 
полягає в тому, щоб знайти такий процес 
v=(K(t),X(t),u(f)), який забезпечував би найбільше сере-
днє споживання на даному часовому інтервалі з ураху-
ванням дисконтування споживання, тобто 
 
.
0
dt
L
Cef
T
t    
 
Проведемо редукцію задачі. Для цього введемо в 
диференціальне рівняння (1) відносні змінні: k=K/L - 
фондоозброєність, с=С/L - середнє споживання, x=X/L - 
продуктивність праці. Так як K=kL, X=xL, то рівняння 
(1) набуде вигляду .)1)(1()( kLxLuaLk   Врахову-
ючи правило диференціювання складної функції, одер-
жимо .)( LkLkLkK    
Будемо вважати, що приріст трудових ресурсів здій-
снюється з постійним темпом, тобто .nLL   Тоді 
.)()( LknkLk    Остаточно диференціальне рівняння 
зв'язку в відносних змінних набуде вигляду 
 
k= (1-a) (1-u) x + (μ + n) k. 
 
Обмеження на управління u залишається, тобто 
 
0≤u≤f (6)
 
а на продуктивність праці х набуде вигляду 
 
0≤x=f(k,t), (7)
 
де ),,(1),( TLKF
L
tkf  . 
Обмеження на виробничі фонди замінимо обме-
женнями на фондоозброєність: 
 
k(t)≥k3(t). (8)
k(0)=k0. (9)
 
Проведемо перетворення функціоналу до відносних 
змінних: 
 
max)1(
0
   uxdtaef T t  або 
min)1(
0
   uxdtaeI T t  
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Потрібно визначити процес v=(k(t),u(t),x(t)), що 
звертає в мінімум функціонал (10) на безлічі (6)-(9). 
Таким чином, у зредукованому завданні станом си-
стеми є фондоозброєність k управлінням - продуктив-
ність праці х і частка споживання u. Рівнянням процесу 
служить диференціальне рівняння зростання фондооз-
броєності. 
Для вирішення поставленого завдання скористає-
мося теоремою про достатні умови оптимальності. 
Введемо функцію R [2]. 
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де ),( tk - функція, підібрана з конкретних перед-
умов про тип процесу і необхідного наближення. 
Виділимо в R складові, що містять компоненти век-
тора управління (u,x), прирівняємо суму коефіцієнтів 
при ньому до нуля. Тим самим на  накладається ви-
мога -(1-a)k+e-δt(1-a)=0; отже, k(t,k)=e-δt. Тоді 
(t,k)=ke-t+c(t), де c(t) - довільна функція. Припустимо 
с(t)=0, тоді (t,k)=ke-δt і '(t,k)=-δke-δt. 
При цій умові функція R не залежить від u: R(t,k,x) = 
e-t[(1-a)x(μ+n)k]-e-δtδk=e-δt[(1-a)x-(μ+n+δ)k]. Опти-
мальні )(),( txtk  знайдемо з умови 
).,,(max)(),(
),(0
xktRtxtk
tkfx
 , так як а<1, то (1-a)>0 
і, отже, maxR досягається при x=f(k,t). 
Для однопродуктової моделі це рівняння очевидно, 
але в багатогалузевий моделі може виявитися, що 
деякі галузі недовантажені. 
Проведемо тепер максимізацію R по k при оптима-
льному xx  . Позначимо:  kntkfaexktktR t
tkfx
)(),()1(),,(max),(
),(01
  

. Отже, максимум kk  буде результатом максиміза-
ції R1 по k. 
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Введемо r(t,k)=(l-a)f(k, t)-(μ+n+δ)k. Тоді, врахову-
ючи, що е–δt>0, можна записати 
].,0[),(maxarg)( Ttktrtk
k

 
Проаналізуємо пове-
дінку функції r(t,k) пo k. Ця функція є сумою двох додан-
ків: виробничої функції з точністю до постійного множ-
ника і лінійного вираження. 
Необхідною умовою максимуму r(t,k) по k є рівність 
нулю частинній  похідної: .0),( 

k
ktr  З огляду на те, 
що ƒ(k,t)=beptkα, маємо 
.0)()1( 1     nkeba t  Так як 0<α<1 і 1-α 
= β, то 
 
.)1()(ˆ
1
t
e
n
batk 


 



  
(11)
 
Знайдене )(ˆ tk  назвемо магістраллю даної динамі-
чної моделі економіки підприємства. Вона грає важли-
ву роль в структурі оптимального рішення. Управління, 
що реалізує цю магістраль, знайдемо підстановкою 
знайденого )(ˆ tk  в диференціальне рівняння розвитку 
системи (1): ).(ˆ)()()1)(1()(ˆ tkntxuatk    Так як 
),,()( tkftx   де ƒ(k,t)=beptkα є виробничою функці-
єю, то, вирішуючи рівняння процесу щодо u, отримаємо 
.ˆ)1(
)(ˆ)()(ˆ1)(ˆ 

kbea
tkntktu
t


 
 
З формули (11) знайдемо .)(ˆ)(ˆ 
tktk 
 
Тоді 



kbea
ntk
tu
t ˆ)1(
)(ˆ
1)(ˆ 


 
 . 
Або 
.ˆ)1(
1)(ˆ 


kbea
n
tu
t


 
Так як 
,)1(ˆ
1
1 te
n
bakk  
  




   
 
то отримаємо оптимальне управління 
 



 


n
n
tu 1)(ˆ  
(12)
 
в припущенні, що .1ˆ0  u  
Розглянемо спеціальний випадок, коли крайові 
умови лежать на магістралі: 
 
).(ˆ),0(ˆ 10 Tkkkk   (13)
 
Тоді процес Mkfukv  ))(,ˆ,ˆ(ˆ  оптимальний. Дій-
сно цей процес забезпечує максимум R при кожному t: 
а) по u - в силу незалежності R від управління u, що 
досягається вибором функції (k,t); 
б) по k і х - з побудови. 
З іншого боку ΰ представляє допустимий процес, так як: 
а) задовольняє рівняння процесу (u знаходили підс-
тановкою kˆ  в рівняння процесу); 
б) 0≤u≤1; 
в) граничні умови були спеціально підібрані. 
Відзначимо, що умови реалізованості 0≤u≤1 в да-
ній задачі виконується. Це можна перевірити [3, 4]. Для 
функції Кобба-Дугласа економічної магістраллю є крива 
постійного темпу зростання фондоозброєності, пропор-
ційного темпу зростання технічного прогресу , а оп-
тимальне керування, що реалізує дану магістраль, 
постійна величина (12). 
Таким чином, для спеціально підібраних крайових 
умов (13) магістраль є оптимальним режимом розвит-
ку економіки господарства: ).,(maxarg)(ˆ ktRtk
k 
  У 
всіх випадках магістралі в структурі рішення відводить-
ся суттєва роль. Насправді дуже рідко зустрічаються 
випадки, коли крайові умови належать магістралі. 
Розглянемо загальний випадок. Нехай 
).(ˆ),0(ˆ 10 Tkkkk   Для вирішення цього завдання 
можна застосувати прийом, аналогічний вирішення 
завдання, лінійної щодо управління. Знайдемо 
).,(maxarg)(
~
ktRtk
t
bVk

 
У реальних економічних 
задачах мінімальний рівень споживання строго пози-
тивний: 0<u1≤u≤1. 
Побудуємо границі γij(t), i=1,2, j=0,1, допустимої 
області V. Функції γij(t) є рішеннями диференціального 
рівняння процесу 
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knktfuak )(),()1)(1(    (14)
 
при відповідних крайових умовах (якщо j=0, то бе-
реться k(0)=k0, якщо j=1, то використовується k(T)=k1) і 
обмеженнях на керування (якщо i=1, то береться ниж-
ня межа u=u1 , якщо i=2, то u=1). 
ОСНОВНІ РЕЗУЛЬТАТИ 
Розглянемо приклад, коли 
),(ˆ)(),0(ˆ 10 TkTkkk   тоді оптимальна траєкторія 
буде складатися з трьох ділянок з моментами переми-
кання τ1 і τ2, де τ1 є точкою перетину границі γ10 з магіс-
траллю )(ˆ tk , а τ2 - точкою перетину магістралі )(ˆ tk з 
границею γ11. Спочатку на тимчасовому інтервалі (0, 
τ1) майже все вкладається в накопичення (споживання 
в цей період на мінімальному рівні u1). Починаючи з τ1 
розвиток йде по магістралі )(ˆ tk аж до моменту τ2, з 
якого знову майже все вкладається в економіку (спо-
живання знову знаходиться на нижньому рівні u1). 
Знайдемо рішення диференціального рівняння (14). 
З огляду на, що f(t)=beptkα, отримаємо 
 
.)()1)(1( knkbeuak t    (15)
 
Перепишемо рівняння (15) у вигляді: 
 
,)1)(1(  keuabkk t  (16)
 
де λ=μ+n 
Введемо новyю змінну z=kβ, де β=1-α. Так як 
,)1( kkz    то маємо 
 
.
)1(
zkk  

  
(17)
 
Підставляючи (17) в диференціальне рівняння (16), 
отримуємо 
 
.)1)(1()1( 1   keuabkzk t   (18)
 
Розділивши обидві частини диференціального рів-
няння (18) на kα, отримаємо 
 
.)1)(1()1( 1 teuabzz      (19)
 
Загальне рішення лінійного неоднорідного дифере-
нціального рівняння дорівнює сумі загального рішення 
однорідного диференціального рівняння z00 і приватно-
го рішення неоднорідного рівняння Zчн:Z=Z00+Zчн. 
Знайдемо загальний розв'язок лінійного однорідного 
рівняння ,0)1( 1   zz   характеристичним рів-
нянням, якого є 0)1( 1    q  [5, 8, 9]. Звідси ви-
значимо корінь характеристичного рівняння: .q  
Тоді загальне рішення однорідного диференціального 
рівняння набуде вигляду ,00
t
jeCz
  i=0,1. 
Частинне рішення неоднорідного диференціального 
рівняння шукаємо у вигляді правої частини (19) [6]: 
,tчн Bez
  (20)
 
де В - невизначений коефіцієнт, який підлягає ви-
значенню. 
Диференціюючи (20) його по t, отримаємо 
.t÷í eBz
  Підставами zчн(t) в рівняння (19): 
.)1)(1()1( 1 ttt euabBeeB      Після ско-
рочення на ept отримаємо 
.)1)(1()1( 1 uabBB     Звідки 
.)1)(1(  
 uabB  
 
Тоді загальне рішення неоднорідного диференціа-
льного рівняння (19) має вигляд 
.)1)(1()(00
tt
j e
uabeCtz   
 
.
 Так як 

 kk
z  11   
тобто k=z1/β, то загальне рішення ди-
ференціального рівняння (16) буде мати вигляд 
,)1)(1()(
1 
  



  tuabeCtk tj
 
де j = 0,1. 
Визначимо умови для моментів перемикання 
[4,10]. За визначенням, γij, i=1, j=0,1, є границями 
допустимої області tV~ та виходять як частинні рішення 
диференціального рівняння (16) при заміні u на грани-
чні значення ui, i=1,2, і виборі Cj, j=0,1, в залежності від 
крайової умови. Тоді 
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,)1)(1()(
1
,,


 



  ttjjjij euabeCtuC
 
де i=1,2,  j=0,1. 
Знайдемо інтегральні константи Сj,j=0,1, в залежно-
сті від граничних умов. Так як  
 
,)1)(1()0,,()0(
1
0000

 



 ii uabCuCkk
 
то  
 

/
)1)(1(
00
uabkC . 
Аналогічно визначаємо С1 з граничної умови 



1
1,,11 ,
)1)(1()()(
1 



  Tti euabeCTuCTkk i . 
Отримуючи ,)1)(1(11 TTi ee
uab
kC   



  знайдемо 
точки перемикання. Позначимо через τij, i = 1,2, j = 0,1, 
точки перетину границь γij, i = 1,2, j = 0,1, з магістраллю
).(ˆ tk  Моменти перемикання τij отримаємо, прирівняв-
ши ).,,()(ˆ tuCtk ijijij  , отримаємо 
 
.
)1)(1()1(
11 



 







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eCe
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ba . 
Звідси: 
.)1)(1()1( titj
t euabeCe
n
ba 




   
 
Інформаційні моделі дозволяють виявити зміни 
зведених показників і дають цінну інформацію про 
темпи і пропорції розвитку  господарства. 
ВИСНОВКИ 
В роботі показана необхідність адаптації та доопра-
цювання моделей і методів управління сільськогоспо-
дарськими підприємствами, використовуючи в якості 
керуючого впливу обсяг інвестицій, а також зроблено 
уточнення моделі запізнювання при освоєнні капіталь-
них вкладень. Встановлено необхідність створення, на 
основі достатніх умов оптимальності, моделі оптима-
льного розвитку сільськогосподарського підприємства, 
що дозволило розробити основну характеристику зба-
лансованого зростання (магістраль) сільськогосподар-
ського підприємства та розглянуто задачу оптимізації 
моделі з урахуванням запізнювання введення основ-
них виробничих засобів, вибираючи в якості критерій 
оптимальності, загального для будь-якої економіки, 
максимум споживання. 
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